Barbara Loera                                                                                                 Statistica inferenziale: esercizi svolti

STATISTICA INFERENZIALE: ESERCIZI SVOLTI

ESERCIZIO 1

Data una popolazione di quattro elementi {9,10,11,15(, si estraggano tutti i possibili campioni di numerosità due mediante un campionamento casuale con reimmissione. 

Noti i campioni, si dimostri empiricamente che i valori attesi della media e della varianza campionaria corretta coincidono con i parametri della popolazione.

( Considerazioni preliminari
L'esercizio consente di verificare empiricamente che i valori attesi della media e della varianza campionaria (corretta) coincidono con i parametri della popolazione. Si tratta di un esempio molto semplice che tuttavia dimostra il percorso logico che è alla base dei test inferenziali attraverso cui si stabilisce una corrispondenza fra la distribuzione di una proprietà nel campione e nella popolazione da cui esso è stato estratto.

( Svolgimento

La popolazione in esame è finita e costituita da soli quattro elementi; i valori dei due parametri che la descrivono sono rispettivamente
:
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Sappiamo che la media della distribuzione campionaria delle medie è uguale al parametro della popolazione, ossia                              ; ciò significa che se estraiamo tutti i campioni di numerosità due, calcoliamo le rispettive medie e ne facciamo un media, otteniamo il parametro .                             
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Lo stesso principio vale per il parametro di dispersione perché, sebbene non vi sia una perfetta corrispondenza fra il valore atteso della varianza campionaria e quello della popolazione, vale la seguente uguaglianza:                      , con la varianza corretta definita come

In altri termini, se da tutti i campioni estratti calcoliamo la varianza corretta e ne facciamo una media otteniamo il valore che quantifica la dispersione nella popolazione.

Chiarito il nostro obiettivo possiamo procedere all'estrazione dei campioni; anzitutto occorre determinare quanti sottoinsiemi di numerosità due si possono creare a partire da un insieme di quattro elementi, considerando come validi anche i sottoinsiemi in cui un elemento è ripetuto (9,9) e quelli che differiscono unicamente per l'ordine (9, 10 e 10,9) .

Il numero di sottoinsiemi di ordine due è dato dalle disposizioni semplici con ripetizione:
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Per semplicità impostiamo una tabella con i sedici campioni, completa delle relative medie e varianze.

	
	C1
	C2
	C3
	C4
	C5
	C6
	C7
	C8
	C9
	C10
	C11
	C12
	C13
	C14
	C15
	C16

	x1
	9
	9
	9
	9
	10
	10
	10
	10
	11
	11
	11
	11
	15
	15
	15
	15

	x2
	9
	10
	11
	15
	9
	10
	11
	15
	9
	10
	11
	15
	9
	10
	11
	15
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	9
	9,50
	10
	12
	9,50
	10
	10,5
	12,5
	10
	10,5
	11
	13
	12
	12,5
	13
	15
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	0
	0,25
	1
	9
	0,25
	0
	0,25
	6,25
	1
	0,25
	0
	4
	9
	6,25
	4
	0
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	0
	0,50
	2
	18
	0,50
	0
	0,50
	12,5
	2
	0,50
	0
	8
	18
	12,5
	8
	0


A titolo esemplificativo vediamo il calcolo della varianza corretta per il campione 13:
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Per il momento concentriamoci sulla distribuzione della media campionaria e rappresentiamola in termini di frequenze; possiamo calcolare le frequenze relative e il valore medio delle medie eseguendo una ponderazione.
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	9,00
	1
	0,0625
	0,5625

	9,50
	2
	0,1250
	1,1875

	10,0
	3
	0,1875
	1,8750

	10,5
	2
	0,1250
	1,3125

	11,0
	1
	0,0625
	0,6875

	12,0
	2
	0,1250
	1,5000

	12,5
	2
	0,1250
	1,5625

	13,0
	2
	0,1250
	1,625

	15,0
	1
	0,0625
	0,9375

	Totali
	16
	1,0000
	11,2525


La media ponderata delle medie, ovvero la sommatoria dei valori medi pesati per le rispettive frequenze relative, coincide esattamente con la media della popolazione e dunque abbiamo appurato che:
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                                         dove N indica il numero di campioni.

Dato che abbiamo estratto tutti i possibili campioni di uguale numerosità, pari a due, le frequenze relative di ciascun valore medio sono delle probabilità che possiamo rappresentare graficamente al fine di visualizzare la distribuzione di probabilità delle medie campionarie tratte dalla popolazione.
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                         9        9,5       10      10,5      11                  12      12,5     13                                          15

Come si può notare la distribuzione non è normale perché nemmeno la popolazione da cui i campioni sono stati estratti lo è; inoltre, i campioni sono troppo piccoli per applicare il teorema del limite centrale.

Adesso concentriamoci sulla varianza e impieghiamo lo stesso procedimento.
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	0,0
	4
	0,250
	0,0000

	0,5
	4
	0,250
	0,1250

	2,0
	2
	0,125
	0,2500

	8,0
	2
	0,125
	1,0000

	12,5
	2
	0,125
	1,5625

	18,0
	2
	0,125
	2,2500

	Totali
	16
	1,0000
	5,1875
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Anche in questo caso utilizzando la varianza corretta abbiamo una statistica ha come valore atteso esattamente il valore del parametro della popolazione:                       .

Nella rappresentazione grafica seguente il tratteggio sta ad indicare che la scala delle ascisse non è rispettata per mancanza di spazio.
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Come sappiamo, la varianza campionaria corretta ha una funzione di densità basata sul chi quadrato (con =n-1 gradi di libertà). In questo caso, la rappresentazione grafica mostra la forma della funzione di densità che si ottiene con =1.

ESERCIZIO 2

Per iniziare la propria attività, una azienda che produce abiti da donna, ha commissionato una ricerca volta a stabilire l'altezza media dei soggetti potenzialmente inclusi nel proprio segmento di mercato (donne con un'età compresa tra i 20 ed i 40 anni inclusi). Nell'indagine è stato utilizzato un campione di 150 donne, estratte casualmente dalla popolazione femminile con la suddetta età, da cui è risultata una altezza media di 168 cm, con una deviazione standard pari a  10 cm.

Ad un livello di confidenza del 95 e del 99%, stabilire gli intervalli di valori in cui è contenuta la media della popolazione assunta come riferimento.   

( Considerazioni preliminari
L'esercizio propone di eseguire la stima intervallare di una media. Per stabilire i limiti dell'intervallo in cui è contenuto il parametro ignoto riferito alla popolazione è necessario considerare l'ampiezza del campione e l'eventuale informazione circa la varianza della popolazione, perché tali informazioni orientano la scelta della distribuzione campionaria da utilizzare (normale standardizzata o t di Student) . In questo caso, poiché il campione è grande (N>30), è corretto impiegare la distribuzione normale standardizzata.

( Svolgimento
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Scelto un livello di significatività del 5%, ci aspettiamo che il valore dell'altezza media della popolazione sia compreso tra                ; non conoscendo il valore della dispersione dell'altezza nella popolazione dobbiamo ricorrere ad una stima e pertanto utilizziamo la varianza campionaria corretta.
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Con una probabilità del 95% la media della popolazione ha un valore compreso nei limiti fiduciari  166,395 e 169,605.
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Allo stesso modo possiamo stabilire i limiti dell'intervallo di confidenza per un livello di significatività dello 0,01, che sono:                                            ossia 165, 887  e 170,113 (come si vede, diminuendo la probabilità di errore l'intervallo di confidenza si amplia).
ESERCIZIO 3

Al termine del 1998, il responsabile del personale di una azienda di produzione si accorse che la maggior parte degli infortuni sul lavoro si verificava nelle ultime ore dei turni degli operai. 

L'anno successivo i turni vennero ridotti a sole sei ore, presumendo che la minor stanchezza avrebbe diminuito gli infortuni. 

La tabella riportata di seguito mostra gli accessi all'infermeria per ciascuna ora di lavoro relativi al 1999. 

	
	Ora del turno di lavoro
	

	
	1a
	2 a
	3 a
	4 a
	5 a
	6 a
	Totale

	Accessi all'infermeria
	80
	66
	120
	150
	150
	190
	756


Verificare in quale misura la distribuzione osservata si discosta da una distribuzione teorica in cui non esistono differenze di accesso all'infermeria nell'arco delle sei ore di lavoro.

( Considerazioni preliminari
La statistica chi quadrato può essere impiegata anche nei test atti a verificare l'adattamento di una distribuzione empirica ad una teorica. 

Rispetto alla situazione  presentata nell'esercizio, si può presumere che se non vi fosse alcuna relazione fra gli infortuni e l'ora del turno la distribuzione degli accessi all'infermeria sarebbe uniforme. La soluzione del problema consiste allora nel verificare se la distribuzione osservata si adatta a quella scelta come riferimento.

( Svolgimento
La seconda riga della tabella mostra quali sarebbero gli accessi all'infermeria avendo osservato 756 infortuni, indipendentemente dal turno di lavoro. 

	
	
	Ora del turno di lavoro
	

	
	
	1a
	2a 
	3a 
	4a
	5a
	6a
	Totale

	Accessi infermeria
	Osservati
	80
	66
	120
	150
	150
	190
	756

	
	Teorici
	126
	126
	126
	126
	126
	126
	756


Il chi quadrato che misura l'adattamento della distribuzione osservata a quella teorica è:

[image: image41.wmf]
Per valutare se il valore della statistica è significativo esplicitiamo le due ipotesi del test e fissiamo una soglia di errore pari allo 0,05.

[image: image42.wmf]   H0: le due distribuzioni sono uguali

   H1: le due distribuzioni sono diverse

Con cinque gradi di libertà (gdl=K-1, dove K è il numero di modalità della variabile) ed una soglia =0,05 , il chi quadrato critico che lascia alla sua sinistra un intervallo di valori che ha il 95% di probabilità di verificarsi è 11,071.

Il chi quadrato empirico è maggiore di quello critico e dunque si trova nella regione di rifiuto dell'ipotesi nulla; pertanto concludiamo accettando l'ipotesi alternativa: la distribuzione osservata non è uniforme. L'aver ridotto i turni di lavoro a sole sei ore non ha variato la distribuzione degli infortuni, che continuano a concentrarsi nelle ultime ore lavorative. 
ESERCIZIO 4

I dati della tabella si riferiscono all'ultima consultazione elettorale e derivano da un campione rappresentativo della popolazione avente diritto di voto. La  variabile posta sulle righe della tavola rappresenta l'intenzione di recarsi alle urne, così' com'è stata dichiara dai soggetti inclusi nel campione una settimana prima della consultazione.

	
	Lavoratore autonomo
	Lavoratore dipendente
	Operaio
	Casalinga
	Pensionato
	In cerca 

di occupazione
	Studente
	Totale

	"Andrò a votare"
	 28
	 65
	 42
	 44
	 27
	  15
	 18
	239

	"Non andrò

 a votare"
	262
	649
	263
	300
	178
	182
	125
	1959

	Totale
	290
	714
	305
	344
	205
	197
	143
	2198


Valutare se esiste una relazione significativa (=0,05) fra la condizione professionale dei soggetti e l'intenzione di astenersi o, viceversa, votare.

( Considerazioni preliminari
Le variabili in esame sono categoriali e pertanto la loro connessione può essere valutata attraverso la statistica chi quadrato di Pearson.

( Svolgimento
Iniziamo ad esplicitare le ipotesi del test. 
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   H0: l'intenzione di recarsi alle urne è indipendente dalla condizione professionale

   H1: esiste una relazione fra l'intenzione di recarsi alle urne e la condizione professionale

Per semplificare i calcoli del valore empirico della statistica test riportiamo le frequenze teoriche in una tavola e, di seguito, calcoliamo gli scarti per ciascuna cella.

	Frequenze teoriche
	Lavoratore autonomo
	Lavoratore dipendente
	Operaio
	Casalinga
	Pensionato
	In cerca 

di occupazione
	Studente
	

	"Andrò a votare"
	31,5
	77,6
	33,2
	37,4
	22,3
	21,4
	15,5
	239

	"Non andrò a votare"
	258,5
	636,4
	271,8
	306,6
	182,7
	175,6
	127,5
	1959

	
	290
	714
	305
	344
	205
	197
	143
	2198


	[image: image44.wmf](

)

990

,

4

ˆ

ˆ

2

1

1

2

=

-

=

C

å

å

=

=

ij

ij

ij

J

J

I

i

n

n

n

Scarti
	Lavoratore autonomo
	Lavoratore dipendente
	Operaio
	Casalinga
	Pensionato
	In cerca 

di occupazione
	Studente

	"Andrò a votare"
	0,396
	2,057
	2,354
	1,163
	0,995
	1,925
	0,386

	"Non andrò a votare"
	0,048
	0,251
	0,287
	0,142
	0,121
	0,235
	0,047
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Per individuare il valore critico del chi quadrato con cui confrontare quello empirico dobbiamo calcolare i gradi di libertà associati alla tavola: (I-1)(J-1) = (2-1)(7-1)=6. 
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Se andiamo a controllare la tavola statistica relativa alla distribuzione della variabile aleatoria chi quadrato, in corrispondenza di 6 gradi di libertà e di un livello di confidenza del 95%      (1-=1-0,05=0,95) osserviamo un chi quadrato critico pari a 12,592.

Il valore empirico è inferiore a quello critico (          ) e ciò significa che esso cade nella regione di accettazione dell'ipotesi nulla; dunque possiamo affermare che non esiste alcuna relazione fra la condizione professionale dei soggetti e la loro intenzione di recarsi a votare o, viceversa, astenersi. 

ESERCIZIO 5

Ogni anno un istituto cittadino conferisce alcune borse di studio a universitari lavoratori con un basso reddito personale. Secondo i dati ufficiali il reddito dei giovani che negli anni precedenti hanno fatto domanda della borsa ha una distribuzione con media =8,5 e deviazione standard () pari a 0,8 milioni annui, e non c'è alcun motivo di credere che i parametri di tale distribuzione siano cambiati.

Analizzando le richieste pervenute nell'anno corrente la commissione che valuta le assegnazioni delle borse ha il sospetto che taluni giovani abbiano dichiarato un reddito inferiore a quello reale. Per fugare questo dubbio i responsabili hanno vagliato 47 richieste dell'anno in corso, dalle quali si desume un reddito medio di 6,3 milioni annui, con una deviazione standard pari a 0,5 milioni.

Verificare se il sospetto della commissione è fondato.

( Considerazioni preliminari
Per rispondere alla richiesta è sufficiente valutare se il reddito medio dichiarato dagli studenti che hanno presentato domanda nell'anno corrente è significativamente diversa da quella della popolazione a cui si presume anch'essi appartengano.

Questa valutazione può essere condotta mediante un test inferenziale sulla media del campione che tenga conto della numerosità di quest'ultimo, e delle informazioni relative alla dispersione del reddito nella popolazione di riferimento.

( Svolgimento

Il test della media in un solo campione può essere effettuato ricorrendo alla statistica Z, ottenuta standardizzando la media campionaria, soltanto se la varianza della popolazione da cui il campione è stato estratto è nota, ed il campione in esame è grande (N>30). Se queste condizioni non sussistono l'inferenza deve basarsi sulla statistica t , che si distribuisce come la variabile aleatoria t di Student.

I dati presentati nell'esercizio ci conducono a scegliere la statistica Z, giacché la varianza della popolazione è conosciuta e la numerosità del campione supera i 30 individui. Possiamo sintetizzare le informazioni di cui disponiamo nel modo seguente:
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popolazione 
	campione di numerosità n=47

	=0,8
	

	=8,5
	S = 0,5


A questo punto possiamo domandarci se il campione fornisce una rappresentazione adeguata della media della popolazione. La nostra ipotesi è che il reddito medio del campione sia significativamente inferiore a quello della popolazione, mentre l'ipotesi nulla da cui partiamo afferma l'uguaglianza dei due parametri:
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  H0: 
   H1: (ipotesi monodirezionale sinistra)

Stabiliamo anche la soglia di errore () che siamo disposti a commettere nel rifiutare H0.   Scegliamo un pari a 0,05 e determiniamo il valore di Z critico che  lascia alla sua destra l'intervallo di valori a cui corrisponde una probabilità di verificarsi del 95% (1-). 

L'operatore Z ha una distribuzione normale standardizzata e pertanto il valore critico è da ricercare nella tavola statistica relativa a questa distribuzione; se i valori tabulati nella tavola si riferiscono soltanto a metà curva occorrerà cercare il valore di Z a cui corrisponde una probabilità del 45% (0,5-0,05), ed esso è 1,65.

Per poter effettuare il test abbiamo bisogno di standardizzare la media campionaria:

[image: image49.wmf]2

2

B

A

s

s

¹


[image: image50.wmf]578

,

9

522

,

0

5

273

,

0

5

101

,

0

172

,

0

5

1

100

10

1

100

17

0

)

149

144

(

1

1

)

(

)

(

2

2

2

1

-

=

-

=

-

=

+

-

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

+

-

-

-

=

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

+

-

-

-

-

=

B

B

A

A

B

A

n

S

n

S

x

x

Z

m

m


[image: image51.wmf]±

[image: image52.wmf][image: image53.wmf][image: image54.wmf]=

×

=

×

+

×

-

+

×

+

×

-

-

=

×

+

×

-

+

+

×

-

-

-

=

432

42

40

2

,

100

6

24

18

24

18

2

24

18

3

,

2

24

5

,

2

18

0

)

119

125

(

2

)

(

)

(

2

2

2

1

A

M

A

M

A

M

A

A

M

M

A

M

n

n

n

n

n

n

S

n

S

n

x

x

t

m

m

[image: image55.wmf]170

,

12

493

,

0

6

14

6

097

,

0

505

,

2

6

=

=

=

×

=


       - 18,85                                -1,65

Il valore dello Z empirico è abbondantemente inferiore a quello dello Z critico e dunque cade nella regione di rifiuto dell'ipotesi nulla. Ciò significa che nel rifiutare l'ipotesi nulla commettiamo al massimo un errore del 5% e pertanto la abbandoniamo.

Non possiamo sostenere che la differenza tra la media campionaria e quella della popolazione sia dovuta al caso e quindi ammettiamo che il sospetto della commissione è fondato: il reddito medio di coloro che hanno fatto richiesta nell'anno corrente è significativamente diverso da quello della popolazione da cui si presume essi derivino.

ESERCIZIO 6

Per garantire l'aggiornamento professionale dei propri dipendenti un'azienda ha realizzato un programma di corsi di formazione. Ogni corso è stato seguito da un incontro valutativo in cui si è verificata l'efficacia della formazione rispetto alle mansioni quotidianamente affrontate dai lavoratori.

I dati riportati nella tavola si riferiscono ad un campione rappresentativo di impiegati estratto fra i partecipanti ad un corso relativo alle tecnologie multimediali. Tenendo presente che, al fine di garantire l'accesso a tutti gli impiegati dell'azienda, il corso è stato realizzato simultaneamente da tre diversi formatori, verificare se esiste una relazione fra i docenti e l'esito della formazione.

	
	    Formatori
	

	Esito del corso
	    A
	   B
	    C
	Totale

	Positivo
	50
	47
	140
	237

	Negativo
	5
	14
	40
	59

	Totale
	55
	61
	180
	296


( Considerazioni preliminari
Si può presumere che lo stile d'insegnamento dei tre formatori possa avere una relazione con l'apprendimento dei partecipanti e la loro successiva capacità di utilizzare le conoscenze maturate nei corsi di aggiornamento professionale. Non si tratta di stabilire una relazione di dipendenza fra il tipo di formatore e l'esito del corso, quanto semplicemente di verificare l'esistenza di una connessione statisticamente significativa fra due fenomeni qualitativi e, in tal caso, l'operatore statistico adeguato è il chi quadrato di Pearson.

( Svolgimento

Il test del chi quadrato applicato ad una tavola di contingenza permette di stabilire se la distribuzione doppia di frequenze osservata si discosta in modo significativo dalla distribuzione teorica che si avrebbe se tra le due proprietà esaminate non vi fosse alcuna relazione; quindi le ipotesi sottese al test sono due: una ipotesi nulla (H0) che asserisce l'indipendenza fra le due variabili qualitative, e una ipotesi alternativa (H1) che viceversa afferma l'esistenza di una relazione fra le medesime.

Concretamente il test si esegue esplicitando anzitutto le due ipotesi e il margine di errore che si è disposti a compiere nel rifiutare l'ipotesi nulla (errore di prima specie o di tipo respingere una ipotesi nulla che invece è vera). 

Per il problema formulato nell'esercizio le due ipotesi del test sono:

[image: image56.wmf]   H0: l'esito del corso è indipendente dal formatore

   H1: esiste una relazione tra l'esito del corso ed il formatore

Possiamo stabilire un margine di errore del 5% (=0,05) e procedere al calcolo del chi quadrato sui dati osservati; per semplicità riportiamo la tavola iniziale, quella delle frequenze teoriche ed i valori di cella degli scarti fra le due distribuzioni (osservata e teorica).
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	Formatori
	
	
	
	Formatori
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	B
	C
	
	
	Esito del corso
	A
	B
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	Positivo
	50
	47
	140
	237
	
	Positivo
	44.0
	48.8
	144.1
	237

	Negativo
	5
	14
	40
	59
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	11.0
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	Formatori
	
	

	Esito del corso
	A
	B
	C
	
	

	Positivo
	0,807
	0,069
	0,118
	
	

	Negativo
	3,243
	0,279
	0,473
	
	


Sappiamo che la funzione di densità di probabilità della variabile aleatoria chi quadrato dipende dai gradi di libertà (cioè, nel caso delle tabelle di contingenza, dal numero di celle che risultano indipendenti dopo aver fissato i marginali), calcoliamoli:(I-1)(J-1)=(3-1)(2-1)=2. 

Se andiamo a controllare la tavola statistica relativa alla distribuzione della variabile aleatoria chi quadrato, in corrispondenza di 2  gradi di  libertà e  di un livello di confidenza  del 95% (1-=1-0,05=0,95) osserviamo un chi quadrato critico pari a 5,991.

Il chi quadrato empirico è inferiore a quello critico e dunque cade nella regione di accettazione dell'ipotesi nulla.
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Possiamo perciò concludere affermando che non esiste una relazione statisticamente significativa tra il formatore e l'esito del corso, e ciò vale per tutti gli impiegati nell'azienda. Se rifiutassimo l'ipotesi nulla, rischieremmo di commettere un errore con probabilità superiori al 5% (soglia che abbiamo stabilito a priori).

ESERCIZIO 7

Vogliamo verificare se esiste una differenza significativa fra il tempo che le reti televisive  A e B dedicano quotidianamente ai messaggi pubblicitari. A tale scopo campioniamo in modo casuale cento giorni dello scorso anno, rileviamo per A e B il numero di minuti destinati agli spot e calcoliamo il tempo giornaliero medio, che risulta essere pari a 144 minuti per la rete A (con S2=17)  e 149 minuti per la rete B (con S2=10).  

Ipotizzando che le due popolazioni da cui sono stati campionati i giorni abbiano varianze diverse, stabilire se le determinazioni campionarie confermano l'ipotesi di una differenza fra le due emittenti televisive.

( Considerazioni preliminari
Possiamo rispondere all'esercizio effettuando un test sulla differenza fra le medie di due campioni indipendenti. Tale test  può essere effettuato mediante le statistiche Z o t, ottenute standardizzando la differenza fra le due medie campionarie. 

A questo proposito è bene ricordare la scelta della statistica dipende dalla numerosità dei campioni e dalle varianze delle popolazioni da cui questi sono stati estratti. 

( Svolgimento

Iniziamo a riassumere le informazioni fornite dal testo dell'esercizio:

	campione A
	Campione B
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Varianze ignote e diverse:

Il nostro obiettivo è valutare se esiste una differenza significativa nel tempo che, in media, le due emittenti televisive dedicano quotidianamente agli spot pubblicitari.

Iniziamo il ragionamento esplicitando le due ipotesi sottese al test inferenziale; la prima (H0) sostiene che la differenza tra le due medie sia zero, mentre la seconda (H1) afferma l'esistenza di una differenza significativa. Formuliamo l'ipotesi alternativa senza indicare un verso perché non abbiamo aspettative valide circa il segno della differenza, ossia non abbiamo elementi per congetturare  quale emittente trasmette più minuti pubblicitari.

In modo sintetico le ipotesi sono:
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Come al solito, assumiamo H0 come vera e specifichiamo una soglia di errore tollerabile, ad esempio =0,05.

La statistica che dobbiamo utilizzare per valutare la veridicità dell'ipotesi nulla è Z, che ha una distribuzione normale standardizzata.

Per testare l'ipotesi bidirezionale è necessario considerare entrambe le code della curva normale standardizzata e ciò implica individuare il valore di Z critico a cui corrisponde un livello di probabilità pari a 0,5-/2 , ossia 0,5-0,025=0,475. Dalle tavole statistiche apprendiamo che il suddetto valore è -1,96 ( questo valore segnala uno degli intervalli tipici della normale, ovvero l'intervallo entro cui cade il 95% dei valori osservabili).

A questo punto possiamo determinare il valore di Z associato alle determinazioni campionarie, attraverso la seguente formula:
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Il valore dello Z empirico (  9,578) si situa esternamente all'area definita dalle soglie -1,96 e +1,96 e ciò significa che se ritenessimo vera l'ipotesi nulla commetteremmo un errore superiore alla soglia 0,05 stabilita a priori. Di conseguenza, la differenza fra le due medie è statisticamente significativa.
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      -9,578                             -1,96                                           +1,96                                +9,578

In conclusione, rileviamo che le due emittenti televisive non trasmettono quotidianamente lo stesso numero medio di minuti di spot e, in particolare, che i minuti destinati ai messaggi pubblicitari dalle reti B sono, in media, superiori rispetto a quelli messi in onda dalle reti A. 

ESERCIZIO 8

 Sappiamo che il Q.I. dei maestri di scacchi e quello degli allievi maestri hanno una distribuzione normale, ma presumiamo che le due popolazioni, pur avendo la stessa varianza, si distribuiscano intorno a diversi valori medi. In particolare riteniamo che, in media, i maestri abbiano un quoziente intellettivo superiore a quello degli allievi. 

Per verificare la nostra ipotesi disponiamo dei punteggi medi di due gruppi di soggetti estratti casualmente fra tutti gli iscritti alla federazione scacchisti italiani.
	Maestri
	Allievi maestri
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( Considerazioni preliminari.

Il testo richiede esplicitamente di realizzare un test inferenziale che stabilisca se mediamente il QI dei maestri è superiore a quello degli allievi, e ciò significa effettuare un test della differenza tra due medie impostato su una ipotesi monodirezionale.

Inoltre, considerata la numerosità dei due gruppi, per valutare il grado di veridicità dell’ ipotesi formulata risulta opportuno impiegare la statistica t, che si distribuisce come la variabile aleatoria t di Student e si ottiene standardizzando la differenza fra le due medie campionarie.

( Svolgimento

Iniziamo lo svolgimento esplicitando le due ipotesi del test:  
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  H1: 1(ipotesi monodirezionale destra)

L’ipotesi nulla afferma l’uguaglianza tra le due medie, mentre quella che ci interessa specifica che la media della popolazione dei maestri è superiore a quella della popolazione da cui provengono gli allievi.

Proviamo ad eseguire un test molto severo, e quindi stabiliamo una soglia di errore dello 0,01.  Per individuare il valore di t che lascia alla sua sinistra un intervallo di valori che ha il 99% di probabilità di verificarsi (1-=1-0,01=0,99) abbiamo bisogno dei gradi di libertà, ed essi sono: n1 + n2 - 2 , ossia 18+24-2 = 40.

Sulla tavola statistica del t, in corrispondenza di una ipotesi monodirezionale con un livello di significatività dello 0,01 e 40 gradi di libertà, troviamo il valore critico che soddisfa le nostre condizioni: 2,423.

Adesso possiamo calcolare il valore empirico della statistica; la formula che impieghiamo è quella in cui a denominatore compare una media delle due varianze campionarie ponderate per le rispettive numerosità.  Questo procedimento si basa sul fatto che per supplire all’ignoranza relativa al valore di 2 utilizziamo le due varianze campionarie e, poiché queste sono due realizzazioni dello stesso parametro (si è assunta l’omoschedasticità), ne facciamo una media al fine di ottenere una stima più precisa.
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Il valore del t empirico è superiore a quello critico e perciò si situa nella regione di rifiuto dell’ipotesi nulla. Di conseguenza possiamo ritenere vera l’ipotesi alternativa secondo cui  i maestri hanno un QI superiore agli allievi.

E’ da notare che questa conclusione è fortemente significativa, perché l’errore che potremmo commettere rifiutando l’ipotesi nulla qualora fosse vera è soltanto dello 0,01. 
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� Anche se i parametri sono noti, per preservare la differenza notazionale fra popolazione e campione continueremo ad usare le lettere greche per la prima, e riserveremo quelle romane per il secondo.
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